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Analyse modale : pourquoi faire ? 

 
Dans les chapitres précédents, on a étudié la réponse temporelle (déplacement 
vibratoire 𝑥(𝑡)) d’un oscillateur (à 1 degré de liberté) 

En oscillations forcées, 𝑥(𝑡) s’exprime facilement dans le cas où la structure subit 
une excitation périodique :  

Grâce à une décomposition en série de Fourier, toute force périodique 
peut être décomposée en une somme d’excitations sinusoïdales simples 

On a établit l’expression du déplacement vibratoire provoqué par une 
excitations sinusoïdale simple 

 

RAPPEL 

 

Soit une excitation sinusoïdale, 𝑓 𝑡 = 𝐹𝑠𝑖𝑛(𝜴𝑡), la réponse forcée (= déplacement 
vibratoire en régime permanent) d’un oscillateur dissipatif est donnée par : 

 

𝒙 𝒕 = 𝑿𝒔𝒊𝒏(𝜴𝒕 + 𝝋), avec X =
𝐹

(𝑘−𝑚Ω2)2+(𝑐Ω)2
 et 𝜑 = arctan

−𝑐𝛺

𝑘−𝑚𝛺2
 

 

Oscillateur conservatif (pour 𝜴 ≠ 𝝎𝟎) : 𝒙 𝒕 = 𝑿𝒔𝒊𝒏(𝝎𝟎𝒕), avec 𝑿 =
𝑭

𝒌−𝒎𝜴𝟐
  

et pour 𝜴 = 𝝎𝟎 : 𝒙 𝒕 =  
𝑭

𝟐𝒎𝝎𝟎
 𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝝎𝟎𝒕  
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Analyse modale : pourquoi faire ? 

 
Problème ! Les fonctions non-périodiques ne peuvent pas être décomposée 

en série de Fourier 

La réponse temporelle à une excitation non-périodique ne peut pas être 

exprimée directement 

 

L’analyse modale permet d’établir un modèle mathématique du comportement de 

la structure 

qui permet : 

De déterminer sa réponse fréquentielle 

De retrouver sa réponse temporelle 

 

Nous verrons que pour des systèmes à 1ddl, les relations établies par analyse 

modale ou par analyse temporelle sont très proches 
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Analyse modale : principe 

Xeq 

x(t) 

x 

f(t) 

? 

Expression de 𝐹 𝜔  :  

force excitatrice dans le 

domaine fréquentiel 

Transformée 

de Fourier 

Détermination de 𝑋 𝜔  :  

réponse vibratoire dans le 

domaine fréquentiel 

Détermination de 𝑥(𝑡) :  
réponse vibratoire dans le 

domaine temporel 

Connaissance du 

comportement vibratoire de 

la structure (modes 

propres, amortissement…) 

Transformée 

de Fourier 

inverse 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 1. Transformée de Fourier et définition de la FRF 

1.1 Définition de la transformée de Fourier 

Soit une fonction 𝑓(𝑡) définie sur ℝ, à valeurs dans ℂ et intégrable (i.e. 

 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
+∞

−∞
< +∞), sa transformée de Fourier est :  

𝓕 𝒇(𝒕) = 𝑭 𝝎 =  𝒇 𝒕 𝒆−𝒋𝝎𝒕𝒅𝒕

+∞

−∞

 

 

Où 𝝎 est la pulsation (𝜔 = 2𝜋𝑓, 𝑓=fréquence) 

On a donc une fonction 𝑭 qui évolue en fonction de 𝝎 ou 𝒇 : domaine fréquentiel 

 

La transformée de Fourier inverse (pour revenir dans le domaine temporel) est 

telle que : 𝒇 𝒕 = 𝓕−𝟏 𝑭 𝝎 =
𝟏

𝟐𝝅
 𝑭 𝝎 𝒆𝒋𝝎𝒕𝒅𝝎
+∞

−∞
 

Passage du domaine temporel au 

domaine fréquentiel (𝜔 = 2𝜋𝑓) 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Xeq 

x(t) 

x 

f(t) 

On considère la schématisation ci-contre du 

comportement vibratoire à 1 ddl d’une structure  

 

Il s’agit d’un oscillateur dissipatif, en 

amortissement sous-critique 

 

Equation différentielle pour le déplacement 

vibratoire, 𝑥(𝑡) : 𝒎𝒙 𝒕 + 𝒄𝒙 𝒕 + 𝒌𝒙(𝒕) = 𝒇(𝒕) 

 

1. Transformée de Fourier et définition de la FRF 1. Transformée de Fourier et définition de la FRF 

1.2 Transformée de Fourier de l’équation différentielle 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Posons 𝑿 𝝎 = 𝓕 𝒙(𝒕) , 𝑿 𝝎 = 𝓕 𝒙 (𝒕)  et 𝑿 𝝎 = 𝓕 𝒙 (𝒕) , les transformées de 

Fourier du déplacement vibratoire, de la vitesse vibratoire et de l’accélération 

vibratoire, respectivement  

𝑿 𝝎 = −𝒙 𝟎 + 𝒋𝜔𝑿 𝝎  

𝑿 𝝎 = −𝒙 𝟎 − 𝒋𝝎𝒙 𝟎 − 𝝎𝟐𝑿(𝝎) 

On aboutit ainsi à la transformée de Fourier de l’équation différentielle, en 

considérant 𝒙 𝟎 = 𝒙 𝟎 = 𝟎 :   

−𝒎𝝎𝟐𝑿 𝝎 + 𝒋𝒄𝝎𝑿 𝝎 + 𝒌𝑿 𝝎 = 𝑭 𝝎  

Avec 𝐹 𝜔  la transformée de Fourier de la force excitatrice, 𝑓 𝑡 . 

Et donc : 

1. Transformée de Fourier et définition de la FRF 

1.2 Transformée de Fourier de l’équation différentielle 

 

𝒌 −𝒎𝝎𝟐 + 𝒋𝒄𝝎 𝑿 𝝎 = 𝑭 𝝎  

j est le nombre 

complexe tel que j²=-1 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 
DEMONSTRATION 

Par définition : 𝑋 𝜔 = ℱ 𝑥(𝑡) =  𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0
, 𝑋 𝜔 =  𝑥 (𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

0
 et 

𝑋 𝜔 =  𝑥 (𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0
 

Par intégration par parties, 

𝑋 𝜔 =  𝑥 (𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0
= 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡

0

+∞
−  𝑥(𝑡)(−𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

0
, et donc :   

𝑿 𝝎 = −𝒙 𝟎 + 𝒋𝜔𝑿 𝝎  

De la même façon, 

𝑋 𝜔 =  𝑥 (𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0
= 𝑥 (𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡

0

+∞
−  𝑥 𝑡 −𝑗𝜔 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

0
 

 ⇒ 𝑋 𝜔 = −𝑥 0 + 𝑗𝜔 𝑋 𝜔 , d’où : 

𝑿 𝝎 = −𝒙 𝟎 − 𝒋𝝎𝒙 𝟎 − 𝝎𝟐𝑿(𝝎) 

Et donc : transformée de Fourier de l’équation différentielle,  

𝑚𝑥 𝑡 + 𝑐𝑥 𝑡 + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), en considérant 𝑥 0 = 𝑥 0 = 0 :   
−𝒎𝝎𝟐𝑿 𝝎 + 𝒋𝒄𝝎𝑿 𝝎 + 𝒌𝑿 𝝎 = 𝑭 𝝎  

 

remarque : les intégrales partent de 0 car les fonctions 

ne sont pas définies pour t<0 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

La fonction de réponse en fréquence (FRF) pour un oscillateur harmonique est 

définie, en régime permanent, par : 

 

 

Où 𝑋 𝜔 = ℱ 𝑥(𝑡)  et 𝐹 𝜔 = ℱ 𝑓(𝑡)  

Et donc pour un oscillateur à 1 ddl : 

 

 

 

 

On peut remarquer que 𝑿 𝝎 = 𝑯(𝝎) 𝑭 𝝎  ; pour retrouver la réponse temporelle on 

pourra alors utiliser la relation 𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
 𝑯 𝝎 𝑭 𝝎 𝒆𝒋𝝎𝒕𝒅𝝎
+∞

𝟎
 

 

 

 

 

1. Transformée de Fourier et définition de la FRF 

1.3 FRF : fonction de réponse en fréquence 

 

𝑯 𝝎 =
𝑿(𝝎)

𝑭(𝝎)
 

𝑯 𝝎 =
𝟏

𝒌 − 𝒎𝝎𝟐 + 𝒋𝒄𝝎
 

La réponse vibratoire à une 

excitation dépend toujours de 

la fréquence/pulsation de 

l’excitation 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Soit une excitation impulsionnelle, décrite par un signal de type Dirac : 

 

 

 

 

 

 

La transformée de Fourier d’un Dirac est une constante 

Autrement dit : un signal impulsionnel a un spectre  

en fréquence couvrant toutes les fréquences 

 

Conséquence 1 : si on applique un signal impulsionnel à un oscillateur harmonique, 

on a 𝑿𝑫𝒊𝒓𝒂𝒄 𝝎 = 𝑯 𝝎 𝓕 𝜹𝟎(𝒕)  et donc 𝑿𝑫𝒊𝒓𝒂𝒄 𝝎 = 𝑯 𝝎  

2. Réponse impulsionnelle et test au marteau d’impact 

 

La FRF 𝑯 𝝎  peut donc être exprimée comme la réponse 

fréquentielle de l’oscillateur à une excitation impulsionnelle de Dirac 

t 

𝛿0(𝑡) 

ℱ 𝛿0(𝑡)  

𝜔 ou f 

 
𝛿0 𝑡 = 0 = 1

𝛿0 𝑡 ≠ 0 = 0
 𝓕 𝜹𝟎(𝒕) =  𝜹𝟎(𝒕)𝒆

−𝒋𝝎𝒕𝒅𝒕

+∞

−∞

= 𝒆𝟎 = 𝟏 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Conséquence 2 : application pratique : test au marteau d’impact 

Principe : si on applique sur une structure à caractériser un effort de type Dirac 

alors la structure sera sollicitée pour toutes les fréquences simultanément 

 L’étude des FRF permet alors de déterminer tous les modes propres de 

la structure ! 

En pratique, quand on « tape » avec un marteau, le signal force (enregistré par une 

cellule d’effort dans le marteau) n’est pas tout à fait un Dirac, il a un étalement 

temporaire ; son spectre en fréquence a alors l’allure d’un sinus cardinal : 

2. Réponse impulsionnelle et test au marteau d’impact 

 

𝑓(𝑡) 

𝑡 

∆𝑡 1

∆𝑡
 

2

∆𝑡
 Fréquence 

ℱ 𝑓(𝑡)  
Spectre en fréquence de 

l’impact 𝑓(𝑡) 

Gamme 

d’excitation de 

la structure  

Fréquence 

FRF 
𝑨(𝒇)

𝑭(𝒇)
 

On identifie les modes propres 

de la structure ! (à N ddl) 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Pour un oscillateur à 1 ddl, il est aisé de retrouver l’expression de la FRF en 

déplacement (obtenue par transformée de Fourier de l’équation différentielle) par 

une analyse des réponses temporelles, en utilisant l’approximation par des 

exponentielles 

 

Soit donc un oscillateur dissipatif à 1 ddl en oscillations forcées, en régime 

permanent 

 On considère une excitation sinusoïdale simple : 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝜴𝒕) (𝐹 𝜖 ℝ) 

 Le déplacement vibratoire est du type 𝒙 𝒕 = 𝒙𝒇𝒐𝒓𝒄é𝒆 𝒕 = 𝑿𝒔𝒊𝒏(𝜴𝒕 + 𝝋) 
(𝐹, 𝜑 𝜖 ℝ) 

 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.1. Détermination de la FRF en déplacement par une analyse temporelle 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Passons à l’approximation sous forme exponentielle complexe (cf Chapitre 2) : 

𝑓 𝑡 → 𝒇∗ 𝒕 = 𝑭∗𝒆𝒋𝜴𝒕  et 𝑥 𝑡 → 𝒙∗ 𝒕 = 𝑿∗𝒆𝒋(𝜴𝒕+𝝋), avec 𝐹∗ = −𝑗
𝐹

2
 et 𝑋∗ = −𝑗

𝑋

2
 (𝐹∗ , 𝑋∗𝜖 ℂ) 

Reprenons l’équation différentielle avec ces notations complexes :  

𝑚𝑥 ∗ 𝑡 + 𝑐𝑥 ∗ 𝑡 + 𝑘𝑥∗ 𝑡 = 𝑓∗ 𝑡 , alors : −𝒎𝜴𝟐 + 𝒋𝒄𝜴 + 𝒌 𝑿∗𝒆𝒋𝜴𝒕𝒆𝒋𝝋 = 𝑭∗𝒆𝒋𝜴𝒕   

 

On en déduit l’expression de la FRF complexe en déplacement : 

 

 

 

 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.1. Détermination de la FRF en déplacement par une analyse « temporelle » 

 

𝑯∗ 𝜴 =
𝑿∗

𝑭∗
=

𝟏

𝒌 −𝒎𝜴𝟐 + 𝒋𝒄𝜴
𝒆−𝒋𝝋 

On retrouve bien la même expression de la FRF en déplacement 

qu’en utilisant la transformée de Fourier, sauf que la déphasage (𝜑) 

apparait quand on traite des réponses temporelles  

(celui-ci n’a pas de sens dans le domaine fréquentiel) A noter : la FRF 𝑯∗ 𝜴  

ainsi définie est un 

nombre complexe 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Evolution du module de la réceptance en fonction de 𝛺 :  

𝐻 𝛺 =
𝑋

𝐹
=
1

𝑘

1

1 −
𝛺2

𝜔0
2

2

+ 2𝜉
𝛺
𝜔0

2

 

 

 

 

Pic de réceptance : résonance 

d’amplitude en déplacement (𝜴 = 𝝎𝑹𝑨) 

Rappel : 𝜔1 = 𝜔0 1 − 𝜉2  

et 𝝎𝑹𝑨 = 𝝎𝟎 𝟏 − 𝟐𝝃𝟐 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.2. Analyse de la FRF en déplacement ou réceptance 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Evolution du déphasage force-déplacement vibratoire, 𝜑, en fonction de 𝛺 :  

𝜑 𝛺 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
−2𝜉 𝛺 𝜔0

 

1 − 𝛺2

𝜔0
2 

 

 

 

 
Inversion de phase à la 

résonance de phase (𝜴 = 𝝎𝟎) 

−
𝝅

𝟐
 

+
𝝅

𝟐
 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.2. Analyse de la FRF en déplacement ou réceptance 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Rappel :  

 On a posé 𝑓(𝑡) = 𝐹𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) → 𝑓∗ 𝑡 = 𝐹∗𝑒𝑗𝛺𝑡 , avec 𝐹∗ = −𝑗𝐹/2  

et 𝑥(𝑡) = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡 + 𝜑) → 𝑥∗ 𝑡 = 𝑋∗𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝜑), avec 𝑋∗ = −𝑗𝑋/2 

 La réceptance, 𝑯∗ 𝜴 =
𝑿∗

𝑭∗
, est la FRF en déplacement 

On peut aussi définir la mobilité qui est la FRF en vitesse, 𝑴∗ 𝜴 =
𝑿 ∗

𝑭∗
 

 Si 𝑥∗ 𝑡 = 𝑋∗𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝜑) alors 𝑥 ∗ 𝑡 = 𝑗𝛺𝑋∗𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝜑) et donc 𝑴∗ 𝜴 = 𝒋𝜴
𝑿∗

𝑭∗
= 𝒋𝜴𝑯∗ 𝜴  

 Même expression par la transformée de Fourier puisque ℱ 𝑥 (𝑡) = 𝑗𝛺ℱ 𝑥 (𝑡)  

Module de la mobilité : 𝑴∗(𝜴) = 𝜴
𝑿

𝑭
= 𝜴 𝑯∗(𝜴)  

Notons que : arg 𝑥 ∗ 𝑡 = arg 𝑗𝛺 + arg 𝑥∗ 𝑡 =
𝜋

2
+ arg 𝑥∗ 𝑡  :  

Déphasage déplacement vibratoire/vitesse vibratoire : 
𝝅

𝟐
 

Déphasage vitesse vibratoire/force excitatrice : 
𝝅

𝟐
+𝝋 

 

 

 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.3. FRF en vitesse : mobilité 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Evolution du module de la mobilité en fonction de 𝛺 :  

𝑀 𝛺 = 𝑀∗ 𝛺 = 𝛺 𝐻∗ 𝛺 =
1

𝑘

𝛺

1 −
𝛺2

𝜔0
2

2

+ 2𝜉
𝛺
𝜔0

2

 

 

 

 

Pic de mobilité : résonance 

d’amplitude de la vitesse (𝜴 = 𝝎𝟎, 

comme pour la résonance de phase) 

Rappel : 𝜔1 = 𝜔0 1 − 𝜉2  

et 𝜔𝑅𝐴 = 𝜔0 1 − 2𝜉2 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.3. FRF en vitesse : mobilité 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

On peut aussi définir l’inertance qui est la FRF en accélération, 𝑨∗ 𝜴 =
𝑿 ∗

𝑭∗
 

 Si 𝑥∗ 𝑡 = 𝑋∗𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝜑) alors 𝑥 ∗ 𝑡 = −𝛺2𝑋∗𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝜑) et donc 𝑨∗ 𝜴 = −𝜴𝟐 𝑿
∗

𝑭∗
= −𝜴𝟐𝑯∗ 𝜴  

 Même expression par la transformée de Fourier puisque ℱ 𝑥  (𝑡) = −𝛺2ℱ 𝑥 (𝑡)  

Module de l’inertance : 𝑨∗(𝜴) = 𝜴𝟐 𝑿

𝑭
= 𝜴𝟐 𝑯∗(𝜴)  

Notons que : arg 𝑥 ∗ 𝑡 = arg −𝛺2 + arg 𝑥∗ 𝑡 = arg 𝑥∗ 𝑡 :  

Déplacement vibratoire et accélération vibratoire sont en phase 

Déphasage accélération vibratoire/force excitatrice : 𝝋 

 

 

 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.4. FRF en accélération : inertance 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 

Evolution du module de l’inertance en fonction de 𝛺 :  

𝐴 𝛺 = 𝐴∗ 𝛺 = 𝛺2 𝐻∗ 𝛺 =
1

𝑘

𝛺2

1 −
𝛺2

𝜔0
2

2

+ 2𝜉
𝛺
𝜔0

2

 

 

 

 

Pic d’inertance : résonance d’amplitude de 

l’accélération (𝜴 = 𝝎𝑹𝑨𝒄𝒄) 

Rappel : 𝜔1 = 𝜔0 1 − 𝜉2  

et 𝜔𝑅𝐴 = 𝜔0 1 − 2𝜉2 

3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.4. FRF en accélération : inertance 

𝝎𝑹𝒂𝒄𝒄 =
𝝎𝟎

𝟏 − 𝟐𝝃𝟐
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.5. Récapitulatif des pulsations remarquables 

Résonance d’amplitude 

Nature de la FRF 
Pulsation maximisant 

le module de la FRF 
Valeur maximale du module de la FRF 

Réceptance : FRF 

en déplacement 
𝜔𝑅𝐴 = 𝜔0 1 − 2𝜉2 𝐻𝑚𝑎𝑥 =

1

2𝜉 1− 𝜉2
 

Mobilité : FRF en 

vitesse 

𝜔0 
𝑀𝑚𝑎𝑥 =

𝜔0
2𝑘𝜉

=
1

𝑐
 

Inertance : FRF en 

accélération 
𝜔𝑅𝑎𝑐𝑐 =

𝜔0

1− 2𝜉2
 𝐴𝑚𝑎𝑥 =

𝜔0
2

2𝑘𝜉 1 − 𝜉2
=

1

2𝑚𝜉 1− 𝜉2
 

On peut ajouter la résonance de phase en 𝜔0  : tan (𝜑) → ∞, i.e. 𝜑 = ±
𝜋

2
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 3. Réponse à une excitation sinusoïdale 𝒇 𝒕 = 𝑭𝒔𝒊𝒏(𝛀𝒕) 

3.5. Récapitulatif des pulsations remarquables 

Remarque : oscillateur conservatif ou très faiblement amorti : 

 𝑐 → 0 et donc 𝜉 → 0 

 𝝎𝑹𝑨 ≈ 𝝎𝑹𝑨𝒄𝒄 ≈ 𝝎𝟎 : les résonances d’amplitude de déplacement et d’accélération ont lieu 

pour une pulsation très proche de la pulsation propre (et donc à peu près à la même 

pulsation que la résonance d’amplitude de vitesse et la résonance de phase) 

Tous les modules des FRF tendent vers l’infini 

 

 

 

Plus l’amortissement est faible, plus l’excitation à la résonance amplifie les oscillations ! 

𝐻𝑚𝑎𝑥 ≈ 8 10−4 𝑠2/𝑘𝑔 

𝐻𝑚𝑎𝑥 ≈ 0.63 𝑠2/𝑘𝑔 

Si 𝐹 = 1𝑘𝑁, alors 

à la résonance : 

𝑋 ≈ 630 𝑚 (!!) 

Ou 𝑋 ≈ 0.8 𝑚  
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 4. Tracé des FRF : diagramme de Bode  

4.1. Notion de gain en dB 

Pour tracer l’évolution des modules des FRF, on utilise souvent une échelle 

logarithmique et on parle alors de gain en amplitude 

Le gain en amplitude de la réceptance (par exemple) est défini par 𝟐𝟎𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝑯∗(𝜴)  

et s’exprime en dB (décibels) 

4.2. Principe du diagramme de Bode  

Le diagramme de Bode permet de visualiser simultanément les évolutions en 

fonction de la pulsation (ou de la fréquence) de l’excitation : 

 Du module d’une FRF (généralement sous forme de gain en amplitude) 

 Du déphasage force/déplacement (ou accélération), 𝝋 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 4. Tracé des FRF : diagramme de Bode  

4.2. Principe du diagramme de Bode  

Pic d’amplitude en 𝝎𝑹𝑨 = 𝝎𝟎 𝟏−𝟐𝝃² (faiblement marqué si amortissement élevé) 

Inversion de phase en 𝝎𝟎 

Pour des systèmes à n ddl : on observe un pic et une inversion de phase pour chaque 

résonance 

𝜔0 =
𝑘
𝑚 = 158.1139𝑟𝑎𝑑 𝑠  ; 𝜉 =

𝑐

2𝑚𝜔0
= 0.0016 

𝜔𝑅𝐴 = 158.1135 𝑟𝑎𝑑 𝑠 ≈ 𝜔0 

𝜔0 =
𝑘
𝑚 = 158.1139𝑟𝑎𝑑 𝑠  ; 𝜉 =

𝑐

2𝑚𝜔0
= 0.1265 

𝜔𝑅𝐴 = 155.5635𝑟𝑎𝑑 𝑠 ≠ 𝜔0 

𝜔𝑅𝐴 
𝜔𝑅𝐴 

𝜔0 𝜔0 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 4. Tracé des FRF : diagramme de Bode  

4.3. Largeur de bande à -3dB  

On peut vouloir trouver la gamme de pulsation/fréquence d’excitation à éviter 

pour éviter la mise en résonance 

Communément, on peut alors chercher les pulsations/fréquences pour 

lesquelles la puissance de la réponse vibratoire reste inférieure à la moitié de la 

puissance maximale ce qui correspond à l’amplitude maximale divisée par 2 

 

Considérons le module de la réceptance,  

𝐻(Ω), et le gain associé : 

𝟐𝟎𝐥𝐨𝐠
𝑯𝒎𝒂𝒙

𝟐
= 20log 𝐻𝑚𝑎𝑥 − 20log 2  

= 𝟐𝟎𝐥𝐨𝐠 𝑯𝒎𝒂𝒙 − 𝟑𝐝𝐁 

 

On cherche ensuite les pulsations 𝜔𝑚 et 𝜔𝑀  

qui délimitent la « gamme à éviter »  

𝟑𝐝𝐁 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 4. Tracé des FRF : diagramme de Bode  

4.3. Largeur de bande à -3dB  

Je vous passe la démonstration  : si on prend 𝜔𝑚 = 𝜔0 1 − 2𝜉 et 𝜔𝑀 = 𝜔0 1 + 2𝜉, 

on peut vérifier que 𝐻 𝜔𝑚 = 𝐻 𝜔𝑀 =
𝐻𝑚𝑎𝑥

2
, avec 𝐻𝑚𝑎𝑥 =

1

2𝑘𝜉 1−𝜉2
 en 𝜔𝑅𝐴 , et donc : 

𝝎𝒎 = 𝝎𝟎 𝟏 − 𝟐𝝃 et 𝝎𝑴 = 𝝎𝟎 𝟏 + 𝟐𝝃  

La largeur de bande à -3dB est 𝚫𝝎 = 𝝎𝑴 −𝝎𝒎  

Si l’amortissement est faible, 𝜉 ≪ 1, alors par 

développement limité en 𝜉 → 0 de  

𝛥𝜔 = 𝜔0 1 + 2𝜉 − 1− 2𝜉 , on a 𝜟𝝎 ≈ 𝝎𝟎  𝟐𝝃  

et : 

 

𝟑𝐝𝐁 

𝝃 ≈
𝜟𝝎

𝟐𝝎𝟎
 

Si l’amortissement est faible, la mesure de la 

largeur de bande à -3dB permet d’identifier le 

taux d’amortissement ! 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Le diagramme de Nyquist est une représentation polaire d’une FRF paramétrée en 
pulsation de l’excitation, Ω 

Le tracé se fait dans le plan complexe en considérant les partie imaginaire et réelle des 
FRF 

Ainsi, on considère deux coordonnées polaires : 

 Le rayon est le module de la FRF, par exemple 𝐻(Ω) pour la réceptance 

 L’angle polaire est l’argument de la FRF (déphasage 𝜑 pour la réceptance) 

 

Traçons le diagramme de Nyquist pour la réceptance de notre oscillateur à 1 ddl, réduite 
à son expression obtenue dans le domaine fréquentiel (i.e. par la transformée de Fourier 
de l’équation différentielle) :  

 𝑯 𝜴 =
𝟏

𝒌−𝒎𝜴𝟐+𝒋𝒄𝜴
=

𝒌−𝒎𝜴𝟐−𝒋𝒄𝜴

𝒌−𝒎𝜴𝟐
𝟐
+ 𝒄𝜴 𝟐

 

 ℜ𝒆 𝑯 𝜴 =
𝒌−𝒎𝜴𝟐

𝒌−𝒎𝜴𝟐
𝟐
+ 𝒄𝜴 𝟐

=

𝟏

𝒌
𝟏−

𝜴𝟐

𝝎𝟎
𝟐

𝟏−
𝜴𝟐

𝝎𝟎
𝟐

𝟐

+ 𝟐𝝃
𝜴

𝝎𝟎

𝟐
  

et ℑ𝒎 𝑯 𝜴 =
−𝒄𝜴

𝒌−𝒎𝜴𝟐
𝟐
+ 𝒄𝜴 𝟐

=
−
𝟏

𝒌
 𝟐𝝃

𝜴

𝝎𝟎

𝟏−
𝜴𝟐

𝝎𝟎
𝟐

𝟐

+ 𝟐𝝃
𝜴

𝝎𝟎

𝟐
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Tracé « point par point » du diagramme de Nyquist 

 En 𝛺 = 0, ℜ𝑒 𝐻 0 = 1/𝑘 et ℑ𝑚 𝐻 0 = 0 (point 1) 

 En 𝛺 = 𝜔0 , ℜ𝑒 𝐻 𝜔0 = 0 et ℑ𝑚 𝐻 𝜔0 =
−1

𝑐𝜔0
 (point 2) 

 Pour 𝛺 → ∞, ℜ𝑒 𝐻 𝛺 → ∞ → 0− et ℑ𝑚 𝐻 𝛺 → ∞ → 0−  (point 3) 

 En 𝛺 = 𝜔𝑅𝐴 , ℜ𝑒 𝐻 𝜔𝑅𝐴 =
1

2𝑘 1−𝜉2
 et ℑ𝑚 𝐻 𝜔𝑅𝐴 =

− 1−2𝜉2

2𝑘𝜉 1−𝜉2
 (point 4) 

 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

P2 (Ω = 𝜔0) 

P3 (Ω → ∞) 

P4 (Ω = 𝜔𝑅𝐴) 

P1 (Ω = 0) 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

En 𝛺 = 𝜔𝑅𝐴, le module de 𝐻 𝛺  est maximal 

La distance entre l’origine O et un point de l’espace ℜ𝑒 𝐻 𝛺 ;ℑ𝑚 𝐻 𝛺  est 

donnée par le module de 𝐻 𝛺  

La distance maximale entre tous les points du cercle et l’origine O est donc 𝐻 𝜔𝑅𝐴 , 

autrement dit :  

Le segment 𝑶𝑷𝟒  est un diamètre du « cercle* » de Nyquist  

Le centre du « cercle » est au milieu de ce segment 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

P4 (Ω = 𝜔𝑅𝐴) 

Distance O-P4 : 

𝐻𝑚𝑎𝑥 est le 

diamètre du 

« cercle » 

*: Assimilable à 

un cercle au 

voisinage de 𝜔0 

Remarque : les 

coordonnées du 

« centre » sont aussi 
ℜ𝑒 𝐻 0

2
;
ℑ𝑚 𝐻 𝜔0

2
,  

soit 
1

2𝑘
;
−1

2𝑐𝜔0
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Le diagramme de Nyquist est assimilable à un cercle au voisinage de 𝝎𝟎 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

P2 (Ω = 𝜔0) 

P3 (Ω → ∞) 

P4 (Ω = 𝜔𝑅𝐴) 

P1 (Ω = 0) 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Le diagramme de Nyquist « réel » est obtenu en calculant ℜ𝑒 𝐻 𝛺  et ℑ𝑚 𝐻 𝛺  ∀𝛺 

 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

P2 (Ω = 𝜔0) 

P3 (Ω → ∞) 

P4 (Ω = 𝜔𝑅𝐴) 

P1 (Ω = 0) 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Les pulsations 𝜔𝑀  et 𝜔𝑚 qui délimitent la bande à -3dB sont des extrema pour ℜ𝑒 𝐻 𝛺   

(i.e. 
𝜕ℜ𝑒 𝐻 𝜔0 1±2𝜉

𝜕𝛺
= 0)  

 Le diagramme de Nyquist admet deux tangentes verticales pour 𝜔0 1 ± 2𝜉 

 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

Cadre « inférieur 

gauche » (ℜ𝑒 𝐻 𝛺 ≤ 0 

et ℑ𝑚 𝐻 𝛺 ≤ 0) : 

réceptance pour 𝜴 ≥ 𝝎𝟎 

Cadre « inférieur droit » 

(ℜ𝑒 𝐻 𝛺 ≥ 0 et 

ℑ𝑚 𝐻 𝛺 ≤ 0) : 

réceptance pour 𝜴 ≤ 𝝎𝟎 

Cadre « supérieur » 

(ℑ𝑚 𝐻 𝛺 > 0) : pas de 

réalité physique 

P5 (Ω = 𝜔𝑀) 

P6 (Ω = 𝜔𝑚) 



ℑ𝑚 𝐻 𝛺  

ℜ𝑒 𝐻 𝛺  

𝑯 𝜴  

𝝋 𝜴  

P 

O 
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Chapitre 3 – Analyse modale d’un système à 1 ddl 

 5. Tracé des FRF : diagramme de Nyquist 

Comment « lire » le diagramme de Nyquist ?  

Chaque point du diagramme correspond à une réceptance pour une excitation 𝛺 

 

Prenons un point P sur le cercle : 

La distance entre l’origine et P est 𝐻 𝛺  

L’angle entre l’axe horizontal et 𝑂𝑃 est le déphasage 𝜑 

Exemple d’application : mesure de la 

réponse vibratoire à différentes 

pulsations de l’excitation  

=> construction d’un diagramme de 

Nyquist « discrétisé »  

=> détermination de 𝜔0, 𝜔𝑅𝐴… et de 

l’amortissement 

P2 (Ω = 𝜔0) : on retrouve bien 

la quadrature de phase, 𝜑 =
𝜋

2
 



Soit une structure de masse m=800g 

Son comportement vibratoire à 1 ddl peut être modélisé par un système masse (m), 

ressort (raideur k) et amortisseur (viscosité c) 

On impose à la structure une excitation sinusoïdale de pulsation variable et on mesure 

le déplacement vibratoire, ce qui permet de tracer l’évolution du gain en amplitude de 

la réceptance (diapo suivante) 

Donnez une valeur approchée du taux d’amortissement du système 
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Petit exercice 

GBF 
Pot vibrant : 

Force 

sinusoïdale 

Pulsation 𝝎 

Pulsation 𝝎 

Pulsation 𝝎 
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Petit exercice (suite) 
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Correction 

 

 Largeur de bande à -3dB : 𝜟𝝎 = 𝟐, 𝟒 𝒓𝒂𝒅/𝒔 
 

 En faisant l’hypothèse d’un amortissement faible, le 

taux d’amortissement est donné par : 𝝃 ≈
𝜟𝝎

𝟐𝝎𝟎
  

 Avec cette même hypothèse, 𝝎𝟎 est proche de la 

pulsation au pic d’amplitude de la réceptance 

 

 Alors 𝝎𝟎 ≈ 𝟑𝟖. 𝟖 𝒓𝒂𝒅/𝒔 et 𝝃 ≈ 𝟑. 𝟏% 

 

 On vérifie que le taux d’amortissement est bien 

faible 


