o» Fonctions trigonométriques

1 Bijectivité

Définition 1 Soit f une fonction définie sur I et a valeurs dans

La fonction f est une bijection de I dans J si pour tout y € J, il existe un unique x € I
telquey = f(x).

Autrement dit, toute valeur de ] admet un unique antécédent dans I et si f(x) = f(x)
alorsx=x'.

Exemple 1 Le graphique suivant est celui de la fonction sinus.
Cette fonction est-elle bijective ? Si oui dire sur quels intervalles.
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Théoréme 1 Si f est une fonction de E dans F bijective alors elle admet une fonction
réciproque elle-méme bijective notée f~' de F dansE. Ona :

y=f® x=f"1y)
x€E yeF

Théoreme 2 Une fonction f continue et strictement monotone sur [a, b] admet une
fonction récipoque = sur f(la, b)) de méme monotonie, de plus :

-1 I _ 1
@ = S

Les courbes représentatives de f et f~! sont symétriques par rapport a la premiere
bissectrice.
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2 Fonctions sin et arcsin

Théoréme 3 La restriction de la fonction sinus a lintervalle [-7; 5] a valeurs dans

[—1;1] est continue et croissante, elle admet donc une fonction réciproque notée arcsin :

{y = arcsin(x) - {x =sin(y)

xe[-1;1] yel=-%:5]

arcsin(z}

sin(x)

La fonction arcsin possede les propriétés suivantes :

Vxe -1 1]’{sm(arcsm(x)) =X

arcsin(—x) = —arcsin(x)

Vxe]-1;1[, [arcsin(x)]’ =

1
V1-x?
Ve [-2; 2], arcsin(sin(x)
x € [-—;—],arcsin(sin(x)) = x
22
On rappelle les propriétés suivantes :

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

Exemple 2 Simplifier les expressions suivantes :

Vx € [-1;1],cos(arcsin(x)) =
Vxe€]-1;1[,tan(arcsin(x)) =
Donner les valeurs suivantes :
arcsin(—1) =
arcsin(1) =
arcsin(0) =

arcsin(0.5) =
3 Fonctions cos et arccos
Théoréeme 4 La restriction de la fonction cosinus a Uintervalle [0; ] a valeurs dans

[-1;1] est continue et décroissante, elle admet donc une fonction réciproque notée
arccos :

y = arccos(x) - x =cos(y)
xe[-1;1] ye[0;m]
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arccos(z)

9

La fonction arccos possede les propriétés suivantes :

cos(arccos(x)) = x
Vxe[-1;1],
arccos(—x) = m — arccos(x)
1
1-—x2
Vx € [0; ], arccos(cos(x)) = x

Vx €] —1;1[[arccos(x)] = —

On rappelle les propriétés suivantes :

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)
sin(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

cos(2a) = cos(a)® —sin(a)? = 1-2sin(a)? = 2cos(a)® - 1
Exemple 3 Simplifier les expressions suivantes :

vxe[-1:1], {Sln(arccos(x)) =

tan(arccos(x)) =

Donner les valeurs suivantes :

arccos(—1) =
arccos(l) =
arccos(0) =

arccos(0.5) =

4 Fonctions tan et arctan

Théoréeme 5 La restriction de la fonction tangente a lintervalle | — %; z

notée arctan :

y = arctan(x) - x =tan(y)
x €] — 00; +00[ xe[-%;5]

3.5

cos(z)

[ a valeurs
dans | — oo; +00[ est continue et croissante, elle admet donc une fonction réciproque
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Exemple 4 En utilisant les propriétés précédentes, donner une nouvelle expression
de:

tan(a+b) =
tan(a—b) =
tan(2a) =

1+ tan(x)2 =

La fonction arctan possede les propriétés suivantes :

tan(arctan(x)) = x
VxeR, 1 .
arctan(;) + arctan(x) = szgne(x)%
1
1+ x2
Vx € R,arctan(—x) = arctan(x)

Vx € Rlarctan(x)]’ =

Exemple 5 Simplifier les expressions suivantes :

{sin(arctan(x)) =
VxeR,
cos(arctan(x)) =

Donner les valeurs suivantes :
arctan(l) =
arctan(0) =
arctan(v/3) =
xlirzlw arctan(x) =

lim arctan(x) =
X—+00
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